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Einleitung. cJ> sei in diesem Teil positiv f1lr jedes Intervall i. Diese 
und weitere hinzugefiigten Annahmen, insbes. die Uniformitatsannahmen 
fiir die Umgebungsbasen der Punkte, dienen dazu eine Behandlung der 
(starken) extremen Derivierten und Ableitungen von Intervall- und 
Segmentfunktionen zu ermoglichen. Daneben wird ein Denjoy-Lipschitz-
Stieltjes Integral, (D Li S)*-Integral, in bezug auf cJ> eingefiihrt, das eine 
Losung des Problems der primitiven Intervall- und Segmentfunktionen 
zula.Bt. Es ist im allgemeinen nicht absolut-konvergent, la.Bt sich dennoch 
bei Hinzufiigung einer ,Randstetigkeits"-Bedingung als Spezialfall vom 
allgemeinen Riemann-Integral in bezug auf cJ> auffassen. 
§ 15. Aus der lokalen Separabilitat von X folgt, mit Annahmen in A, 
§ 1, fiir jeden Punkt P E io die Existenz von abzahlbar vielen Intervall-
umgebungen in(P) (n= 1, 2, ... ), welche eine Umgebungsbasis von X in 
P bilden. 
Axiom 12a. Die Punkte P EX haben derartige Umgebungsbasen 
{in(P)} (n= 1, 2, ... ), daB fiir jedes n und jede gegen P konvergierende 
Punktfolge {Pk} (k= 1, 2, ... )zwischen in(P) und den mengentheoretischen 
Grenzmengen der in(Pk) die Relation 
lim inf in(Pk) = lim sup in(Pk) = lim in(Pk) =in(P) 
k-->-00 k-->-00 k-->-00 
erfiillt wird. 
Axiom 12b. Jede Intervallumgebung u(P)~io eines Punktes P Eio 
la.Bt sich von innen her mittels abzahlbar vieler durch die Umgebungsbasis 
von P (eingefiihrt in 12a) bestimmten Intervalle Un1(P) (l= 1, 2, ... ) an-
nahern, was hei.Ben soli: 
in1(P)Cu(P), lim in1(P)=u(P). 
!->-CO 
*) Korrektur. In Teil A, § 3, (erste) Bemerkung streiche man: (und ist 
dadurch jedes Interval! i ein stark separabeler Raum). In Teil C, § 13bis, Vitali-
Axiom andere man: [der Raum io ist ... ] in: [der Raum io sei lokal separabel]. 
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Satz. Bei P E io, Pk E io (k= 1, 2, ... ) und {Pk} konvergierend gegen 
P ist fiir jede natiirliche Zahl n und die nach Axiom 12a zugehorigen 
Intervalle in(P), in(Pk): 




Definition. ty sei eine in i 0 und io endlichwertige, beschriinkt additive 
Intervall- und Segmentfunktion mit ty(i) = ty(i) fiir jedes i r;;;; io. 
Dann heiBt ty stetig in io, falls fiir jedes Intervail i ~ io aus {ik} eine 
Folge von Teilintervallen von io mit lim ik = i immer folgt 
k-->00 
k-->00 
Definition. Unter den Annahmen der vorigen Definition seien die 
(starken) oberen und unteren Derivierten von ty in bezug auf 4> in einem 
Punkte P E i 0 wie folgt definiert: 
15Q);pty= lim sup ty[~(P)] und !)Q);pty= lim inf ty[~(P)]. 
i(PlCi,;i(Pl->P @[~(P)] i(P)Ci0 ; i(Pl-P @[~(P)] 
Unter Benutzung der in Axiom 12a eingefiihrten Umgebungsbasen li.i.Bt 
sich schreiben: 
(57) 15Q);pty= lim [obere Grenze von ~[[~((PP))]] fiir aile i(P) C io· IT in(P)], 
N->oo 'I? ~ n=l 
und, wegen Axiom 12b und der Stetigkeit von ty in i 0, 36) auch 
) 
15Q);P ty= lim [obere Grenze der ~~~n~~~~ fiir aile (abzahlbar vielen) 
(58) N->oo ~n N 




!)(I); P ty = lim [untere Grenze der ~i~n~;~1 fiir aile in(P) C 
( 58bls) N -->00 ~n N 
· Cio· ITin(P)]. 
n=l , 
Aus der Stetigkeit von ty in io im Sinne der vorletzten Definition und 
der im letzten Satz gegebenen Eigenschaft von 4>, zusammen mit 4>#0 
35) Bemerkt sei dal3 im euklidischen Raum Ra Additivitat und Stetigkeit von 
~ in io* im Sinne von Tail VIII, § 57 (zweiter Satz) unserer Arbeit in diesen Proceed. 
Series A, 68-70 (1965/7), insbes. 70 (1967), S. 311, die Stetigkeit von ~ in io* im 
hier gegebenen Sinne zur Folge hat. 
36) Die oberen Grenzen in (57) und (58) sind, fiir jedes N, einander gleich. 
365 
3'[in(P)] £ . fiir jedes i, folgt die Stetigkeit der Punktfunktion $[in(P)] (n est) m 
jedem Punkte P E i0. Die in (58) und (58bis) auftretenden oberen und 
unteren Grenzen sind dadurch in i0 Borel-me{Jbar, woraus dieselbe Eigen-
schaft fur D~;P 3' und P~;P 3' folgt. 
Bemerkung. Aus 3' additiv und stetig in io, und i6Cio folgt daB 
die Werte der extremen Derivierten von 3' in bezug auf$ in jedem Punkt 
P E iri unabhangig davon sind ob man Pals Punkt in io oder als Punkt 
in iri betrachtet. 
Definition. Sind obere und untere Derivierten von 3' in bezug auf (/) m wie im vorigen Absatz) in p E io einander gleich, so definiere ihr 
gemeinsamer Wert die (starke) Ableitung von 3' in bezug auf $ in dem 
Punkte P, D~;P 3'. 
Definition. Eine Intervallfunktion $ (gemii{J der Einleitung dieses 
Teiles) hat die Ru- (oder Rutovitz-)Eigenschaft in io, falls fiir jede in io 
additive und in i0 stetige Intervallfunktion 3' aus der Endlichkeit von 
D~;P 3' und P~;P 3' in den Punkten (P) einer Teilmenge H von io die 
Existenz von D~;P 3' in den Punkten (P) von H-E folgt, wobei E eine 
Teilmenge von H mit m~(E) = 0. 
Bemerkung. Der euklidische Raum R2 mit $(i) gleich dem elemen-
taren MaB der Intervalle (i), $(r) = 0 fiir Intervallrander (r), und 3' additiv 
und stetig in jedem i6 im Sinne von FuBn. 35 liefert ein Beispiel, wobei 
aile bisher in den Teilen A-D eingefiihrten Axiomata fiir Raum und $, 
und ebenso die Annahmen von D. Rutovitz in dem Theorem II der 
Arbeit von ihm und C. Y. Pauc: Theory of Ward for cell functions, 
Ann. di mat. (4) 47 (1959), S. 1-58, insbes. S. 13, erfiillt sind; aus den 
letzten Annahmen geht dadurch hervor, daB in diesem Beispiel die Ru-
Eigenschaft unserer letzten Definition in io durch $ erftillt wird; 37) 
auBerdem sind D~;P 3' und P~;P 3' in io Borel- und somit auch m41-meBbar. 
§ 16. Axiom 13 o. Zu jedem Intervall io und jeder natiirlichen Zahl 
N, und den gemaB Axiom 12a. zu den Punkten von io gehorigen Um-
gebungsbasen gibt es Zerlegungen wie in der hier folgenden Definition 
vorausgesetzt. 
Definition. Es gibt zu den Punkten (P) von i0 Umgebungsbasen 
{in(P)} (n= 1, 2, ... ), welche in der in Axiom 12a. angegebenen Weise mit-
einander z~sammenhangen. 3' sei in io und io endlichwertige Intervall-
und Segmentfunktion mit 3'(i) = 3'(i) ftir jedes i ~ io. Das obere und das 
37 ) Bemerkt sei dal3 die Definitionen von jj~;P g; und P~;P g; bei Rutovitz 
diesel ben W erte wie die bier benutzten Definitionen dieser extremen Derivierten 
liefern. Vergl. auch loc. cit. 35), S. 310, 311. 
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untere B- (oder Burkill-)Integral von {Y uber io oder io, 1o(io)(Bm bzw. 
Jio(io)(B)fJ, werden durch die endlich vorauszusetzenden Grenzwerte 
lim [obere Grenze aller LN'iJ[u(Pk)] :==lim sup LN'iJ[u(Pk)] 
N->oo (k) N-+oo (k) 
bzw. 
lim [untere Grenze aller LNfJ[u(Pk)] :==lim inf LN'iJ[u(Pk)] 
N-+oo (k) N-+oo (lc) 
definiert; dabei werden unter LN u(Pk) aile Zerlegungen von io in endlich 
(k) 
viele Teilintervalle u(Pk) zugelassen, wobei u(Pk) Umgebung von Pk C io, 
N 
u(Pk) ~ ink(Pk) ~ IT in(Pk), mit {in(Pk)} Umgebungsbasis vonPk (Ax. I2a); 
n~l 
zwei Teilintervalle konnen selbstverstandlich hochstens Randpunkte ge-
mcin haben. 
Fallen fi 0(B){Y und Ji0(Bm zusammcn, so liefert ihr gemeinsamer Wert 
das Burkill-Integral von g. uber io oder io, Sio('io)(Bm. 
Bei fJ additiv fur die Teilintervalle ( -segmente) von i 0( io) ist immer 
fio(io)(B)fJ = 6(io) = 6(io). 
Satz. Aus der Existenz von Ji0(B)6 folgt ftir jedes i C io die Existenz 
von Ji(Bm; dabei ist das Burkill-Integral tiber die Teilintervalle von io 
(beschrankt) additiv. 
§ l6bis. Definition. 6 sei in i 0 und io endlichwertige Intervall- und 
Segmentfunktion mit 6(i)=6(i) ftir jedes i ~ i 0 • Dann ist sie in einem 
Segment i6' C io Lipschitz-stetig in bezug auf t:/J, falls es eine positive Kon-
stante N gibt so daB ftir jedes i ~ i6: 
!{Y(i)! ~N ·<P(i); 
wir nennen 6 wohl auch (t:/J, N)-stetig in i;j(i;j). 
Satz. Ist 6 in i;j (t:/J, N)-stetig, und existiert das Burkill-Integral 
Ji(i)(Bm in iti, so ist dieses Integral dort eine (t:/J, N)-stetige, additive 
Intervall- und Segmentfunktion. 
Axiom I4a (erste Uniformitatseigenschaft der Umgebungsbasen). Zu 
einer abgeschlossenen Menge E C io und positivem 0 gibt es cine nattirliche 
Zahl 'JI = P(E; 0) und zugehorige Uberdeckungen von E mittels endlich 
vieler Segmente iii, U2, ... , Up, C io und paarweise ohne gemeinsame inneren 
• 
Punkte, und mit zugehOrigen Punkten P1 E u1 und u1(P1) C IT in(P1), 
n-l 
wobei {in(P1)} die Umgebungsbasis von P1 (gemaB Ax. I2a); dabei soli 
•• p 
uniform, also ftir jede derartige Uberdeckung rn<P [ ! u1- E] < () sein. 
i~l 
Axiom I4b (zweite Uniformitatseigenschaft der Umgebungsbasen). 
Zu einer abgeschlossenen Menge E, C io, und einer zugehorigen Uber-
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deckung Q mittels endlich vieler Segmente, paarweise ohne gemeinsame 
inneren Punkte, gibt es fiir jede nati.irliche Zahl No, bei den gemaB 
Axiom 12a den Punkten (P) von E zugewiesenen Umgebungsbasen {in(P)}, 
eine Zerlegung von Q in endlich viele Segmente, vvelche sich in zwei 
Gruppen teilen lassen: I o die Segmente Wj der ersten Gruppe haben 
mindestens einen Randpunkt gehorend zu E, jedoch keine zu E gehorenden 
inneren Punkte; 2° die Segmente ih der zwciten Gruppe haben sowohl 
im Innern wie auf ihrem Ran de Punkte mit E gemein; dabei ist dann 
fi.ir jedes solche vz und jeden zugehorigen Punkt P E E · vz uniform 
N, 
vzC II in(P). 
Satz. 38) Ist ty in i6(C i 0) additiv und stetig (§ 15), E eine abgeschlos-
sene Teilmenge von i6, und bei N > 0 die zugehorige, a usE hervorgehende 
Intervallfunktion tyE [mit tyE(i)=ty(i) bei E·i=!=O, sonst tyE(i)=O] (if>, N)-
stetig in i6 [if> mit der Ru-Eigenschaft in i 0 (§ 15)], so existiert das Burkill-
Integral fit (B)iYE, mit 
fit(B) tyE= fE(LS) Dw;rtr dmw; 
dabei ist fi.ir das Intervall i6 Dw;P ty die in den Punkten von E, eine Teil-
menge von mw-MaB Null ausgenommen, existierendc, gleichmaBig be-
schrankte Ableitung von iY nach if>. 
Beweis. Aus der (if>, N)-Stetigkeit von tyE in i6 folgt die gleichmaBige 
Beschranktheit der extremen Derivierten (58) und (58bis) (mit i 0 ersetzt 
durch iri) auf E-i6. Da ty additiv und stetig in i6 ist, und if> die Ru-
Eigenschaft in i 0 hat, existiert die Ableitung Dw;P 6 in den Punkten P 
von E-H, wobei mw (H)=O, und ist dort glcichmaBig beschrankt. Nennen 
wir die in (58) und (58bis) (unter Ersetzung von i 0 durch i6) auftretenden 
oberen und unteren Grenzen GN(P) bzw. gN(P), so folgt aus der Borel-
und somit auch mw-meBbarkeit von GN und gN auf E-H, unter Anwen-
dung des bekannten Egoroffschen Grenzwertsatzes, 39) daB zu s > 0 und 
'YJ > 0 eine Teilmenge E' von E · i6 mit mw(E') < 'Yf, und eine nati.irliche 
Zahl No existieren, so daB 
~ P E E · i6- E' impliziert 
? Dw;r':J -E <gN0(P) SGN0(P) <Dw;P ir+s; 
N, 
daraus folgt (vergl. FuBn. 36) weiterfi.irjede Umgebungi(P) C i6 · II in(P): 
n~l 
(59) ~~~~~~~j-D<I>;P':J,<e. 
38 ) In R2 gibt es mit den Axiomen 12a, 12b, 13°, 14a, 14b korrespondierende 
Satzo, weloho als Realisierungen dieser Axiomc zu hetrachten sind, und die es 
ermoglichen aus dom hier folgenden Satz den letzten Satz auf S. 311 von loc. cit. 35), 
Teil VIII als Spczialfall folgern zu lassen. 
89) In der in H. HAHN und A. RoSENTHAL, Set functions 1948, S. 124 gegehenen 
Fassung; nach fester Wahl von E' zu 'fJ hangt die Wahl von No nur noch von e ab. 
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Nach Axiom 14a gibt es bei obigem 'YJ eine natiirliche Zahl v = v(E, ?J) 
und zugehorige "Oberdeckungen von E mittels endlich vieler Segmente 
u1, ••• , up, C i~ und paarweise ohne gemeinsame inneren Punkte, und mit 
zugehOrigen Punkten Pi E Uf und 
• (60) Uj(PJ)C IT i,.(Pj), 
n=l 
wobei {i,.(P1)} (n= 1, 2, ... ) Umgebungsbasis von Pi (gemiiB Axiom 12a); 
dabei ist dann uniform, also fiir jede derartige "Oberdeckung 
p 
(6QbiS) m(j)[ 2 u1-E]<?J. 
i=l 
Wir denken uns von nun an eine derartige, (60) und (60bis) erfiillende 
"Oberdeckung von E fest gewahlt. Die bei der "Oberdeckung von den 
Segmenten Uf gebildete Menge Q laBt sich, nach Axiom 14b, bei obigem 
No zerlegen in endlich viele Segmente, paarweise ohne gemeinsame inneren 
Punkte, welche sich in zwei Gruppen teilen lassen: 1 o die Segmente Wk 
der ersten Gruppe haben mindestens einen Randpunkt gehorend zu E, 
jedoch keine zu E gehorenden inneren Punkte; 2° die Segmente ih der 
zweiten Gruppe haben sowohl im Innern wie auf ihrem Rande Punkte 
mit E gemein; dabei ist dann fiir jedes solche vz und jeden zugehorigen 
No 
Punkt PEE ·Vz uniform Vz C IT i,.(P), wodurch 
n=l 
No 
vzCi~ ·IT i,.(P) ({i,.(P)} Umgebungsbasis von P). 
n=l 
Mit der Additivitat von ~ und der Zerlegung von Q = 2 UJ in 2 Wk 
und 2 Vz folgt: (j) (k) 
(!) 
(j) (61) l JE(LS) D(I);P~dm(j)-2 ~(u1) = 
= 2 [JE.;;1(LS) D(I);P~dm(I)-~E(vz)]- 2~E(Wk). 
(!) ~ 
Mit (6Qbis) und ~E (rJ>, N)-stetig in i~ folgt: 
(62) 
Da sich fiir jedes Segment v1 schreiben laBt: 
JE.;;1(LS) D(I);P~dm(I)-~E(vz)= JE'·-;,1(LS) D(I);P~dm(j)+ 
J _ ( ~E(vz)) d ~E(vz) - - E E' + <E-E'>·v1(LS) D(I);P ~- qs(vz) m(j)- rJ>(vz) x m(j)[vz-Vz· ( - )], 
folgert man aus ~E (rJ>, N)-stetig, (59), (59bi8 ) und (60biS), mit m(j)(E')<?J, 
daB die erste Summe des zweiten Gliedes von (61) in absolutem Werte 
kleiner ist als 
N·n+e·m(j)(E)+N·2?J. 
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Dies mit (61) und (62) liefert weiter: 
I JE(LS) D~;P'iJdm~-! 'ijE(UJ)i<4N·1]+e·m~(E). 
(j) 
Bei '17 fest und e --+ 0 folgt 
I JE(LS)D~:P'iJdm~- !'iJE(uJ)i~4N·1]· 
(j) 
Dies gilt somit fi.ir jede zu 'V(E, 'I]) fest gewahlte, (60) (und (60bis)) 
geni.igende Uberdeckung von E; 40) '17--+ 0 (zusammen mit der Definition 
von 'iJE und des Burkill-Integrals fi.ir 'iJE) liefert die Behauptung des 
Satzes. 
§ 17. Axiom 15°. Der Raum io ist stark separabel. 
Bemerkung. Durch die Hinzufi.igung dieses Axioms wird jedes i0 
zu einem metrisierbaren Raum, da io schon ein regularer Hausdorff-Raum 
ist (A, § 1). 41) 
Definition des D Li S-lntegrals in bezug auf f/J (f/J mit der 
Ru-Eigenschaft in io). Ein unbestimmtes DLiS-Integral in bezug auf f/J 
der Funktion f in i0 ist eine fi.ir die Teilintervalle i ~ io beschrankt additive, 
stetige Intervallfunktion 'ij(i) - J,(DLiS) f df/J, fi.ir die zu jeder abge-
schlossenen Teilmenge E von io ein Sti.ick m, enthalten in einem zuge-
horigen Teilsegment im von i0 42) existiert, zu welchem es, falls dieses 
Sti.ick nicht Teil eines lntervallrandes ist, 42bis) eine nati.irliche Zahl N m 
gibt derartig daB : 1° 'ijm ( f/J, N m )-stetig ist in im; 2° f in denjenigen Punk ten 
(P) von m, in welchen D~:P'ii existiert, eine Teilmenge von m mit m~-Ma.B 
Null ausgenommen, mit dieser Ableitung zusammenfallt, wodurch mit 
dem vorigen Satz fi.ir jedes Intervall i C im folgt: 
J~(B) 'iim·i= fm-i(LS) f dm~. 
Mittels transfiniter lnduktion, unter Anwendung der Additivitat und 
Stetigkeit von 'ij und insbes. des Axioms 4b, folgt die eindeutige Bestimmt-
heit des DLiS-Integrals von f fi.ir die Teilintervalle von i0. 43) 43bis) 
40) Zu jeder "Uberdeckung von E, welche (60) geniigt, lii.J3t iri' sich schreiben 
als Iu1+ eine Swnme von endlich vielen Segmenten ii~, mit UJ"Ut=O, Ue1 ·ue2=0 
(i) 
(tt =f= ta) (Ax. 4b in A). Nach Axiom 13° gibt es zu jedem derartigen Segment ii1 
eine Zerlegung in Teilsegmente Ut,t'' fiir die bei v wie im Texte eine Inklusion wie 
(60) gilt. Zusammen mit den UJ liefern sie eine zu v gehorende Zerlegung von iri'. 
41) Dies folgt etwa aus E. W. KELLEY, General topology 1955, S. 125 (Theorem). 
42) Mit Stiick minim von E wird die abgeschlossene Menge E. im gemeint. 
42b1s) Ist dies wohl der Fall, so wird dem Stuck keinerlei Bedingung auferlegt. 
43) Durch die Hinzufiigung von Axiom 15° la13t sich [mit W. SIERPINSKI, General 
topology, Seconded. 1952, p. 67 (Cor.)] ein hier anzuwendender Satz beweisen, der 
lautet: ,Ist in einem Hausdorffschen stark separabelen Raum eine Reihe von 
abgeschlossenen Mengen "orgelegt, die entsprechend den Zahlen der ersten und 
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§ 17b1•. Theorem 2 0 [Losung des Problems der primitiven Funk-
tionen i.b.a. fJJ (mit der Ru-Eigenschaft)]. Hat eine in i0 stetige und be-
schrankt additive Intervallfunktion IT endliche obere und untere Deri-
vierten, Dw;riT bzw. Pw;PIT> so existiert Dw;riT in den Punkten von io-H, 
mit mw(H) = 0, und ist ftir die Teilintervalle ( i) von io: 
Beweis. Ist N eine natiirliche Zahl, und P E io ein Punkt mit 
-N <Pw;riT:;;;;,Dw;riT<N, 
so gibt es eine naturliche Zahl y- v(P; N) so daB bei der Umgebungsbasis 
{in(P)} von P (§ 15) gilt: 
\ ~~f:i~~~ 1-;;;,.N fiir jedes Umgebungsintervall u(P) von P mit 
( 63) ) v 
~ u(P) C io · ]1 in(P). 
Die Punkte (P) von io mit (63) fur dieselben N und v bilden wegen Axiom 
12b und der Stetigkeit von IT und fJJ (§ 15) eine (in i0) abgeschlossene 
Menge EN.•· Wegen der Endlichkeit der extremen Derivierten in allen 
Punkten von i0 ist 
(64) io= ! EN.v· 
N~1.2 •... ; 
•~1.2, ... 
Zu einem Segment iri C i0 und jedem nicht leeren Produkt iri · EN.• 
(N und v fest) gehi::irt eine Riemann-Klasse S2t[iri], wobei fiir jeden Punkt 
• 
P E iri die zugehOrige Intervallumgebung i(P) mit io · IT in(P) zusammen-
n~t 
fallt. Zu 2r[iri] gibt es dann, nach Ax. 7° (Teil A, § 2), eine S2t[i6J-Zerlegung 
von endlich vielen Teilsegmenten (uj), mit u1 C i(P1) E S2t[i6']. Betrachtet 
wird die Menge H derjenigen Uj, welche Punkte mit EN.• gemein haben; 
dann ist H ·EN .• =i6' ·EN.•· Anwendung von Axiom 14b auf die abge-
schlossene Menge H ·EN.v und ihre Uberdeckung durch die endlich vielen 
u1, welche H bilden, zusammen mit der natiirlichen Zahl v, zeigt die 
Existenz einer Zerlegung von H in endlich viele Segmente, paarweise 
ohne gemeinsame inneren Punkte, welche sich in zwei Gruppen teilen 
lassen: 1° die Segmente wJN· v) der ersten Gruppe haben mindestens einen 
zweiten Zahlenklasse geordnet sind: E1 :l E2 :l ... :lEn :l ... :l E 01 :l Ew+l :> ... , 
wobei jede dieser Mengen in allen vorangehendcn nirgends dicht liegt, so gibt es 
eine kleinste Zahl ex der ersten oder zweiten Zahlenklasse, flir die E"' leer ist." Daa 
auf diesem Satz ruhende Beweisverfahren ist insbes. durch die Arbeiten von 
A. DENJOY iiber Totalisation als wohlbekannt zu betrachten. 
43bis) In den Punkten (P) von io, eine Teilmenge von mq,-MaJ3 Null ausgenommen. 
existiert die (starke) Ableitung von fr(i), mit D<P;P 'IJ=f(P). 
44) Vergl. loc. cit. 35), S. 312 (Theorem 66). 
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Randpunkt gehOrend zu H·EN.•' jedoch keine zu H·EN.• gehorenden 
inneren Punkte; 2° die Segmente vlN.•> der zweitt:n Gruppe haben sowohl 
im Innern wie auf ihrem Rande Punkte mit 11 ·EN .• gemein; dabei ist 
dann fiir jedes solche vlN.•> und jeden zugehorigen Punkt P E H ·EN.v' 
. vjN· •> uniform (in P) : 
v 
Vl(N,v) CIT in(P); 
n=l 
mit (63) folgt daf3 'iJEN,v [mit 'frEN .• (i)='iJ(i) bei EN.• · i # 0, sonst 
'iYEN,v(i)=O] (If>, N)-stetig in jedem viN.•> ist. 
iri · EN,v ist Summe von endlich vielen (abgeschlossenen) ,Rand"-
mengen (DjN.•>), liegend auf den Randern der wjN·'\ und endlich vielen 
(abgeschlossenen) Teilmengen (';B[N.•>) in den vjN.•>, wodurch auBerdem 
mit (64) folgt: 
i~= ~ ~DJN,v)+ L ~~)N,v). 
(N,v) (j) (N,v) (l) 
Mit Axiom 10° (Teil B) folgt daB auch i 0 Summe von abzahlbar vielen 
abgeschlossenen Teilmengen (E) ist, die entweder ,Rand" -mengen sind 
oder Mengen enthalten in Teilsegmenten (v) von i 0 , in welchen fiir zu-
gehOrige N 'iJE (If>, N)-stetig ist; die Mengen der zweiten Art seien in 
irgendweicher Art numeriert: H 1, H2, ... , Hn, ... 
Jede abgeschlossene Menge Evon i 0, welche kein Stiick enthiilt liegend 
auf einem Intervallrand, muB ein Stiick 111 enthalten, welches zu einer 
der Mengen (Hn) gehort. Sonst existierte ein Stiick 1111 von E, liegend in 
einem Segment i(1111), welches keine Punkte von H 1 enthalt; ein Stuck 
1112 C 1111 liegend in einem Segment i(1112) C i(1111), welches keine Punkte 
von Hz enthaJt; u.s.w. Nach einem Satz von Cantor, der insbes. in einem 
Hausdorff-Raum, 45) also auch hier, gilt, miiBten die (abgeschlossenen 
kom pakten) Stucke 1111 ':::) 1112 ':::) ... ':::) 111n ':::) .. • mindestens einen Punkt ge-
mein haben, was jedoch unmoglich ist. 
Mit einem wie oben im Beweise kursiv gedruckten Relation und giiltig 
fiir das eben betrachtete Stiick 111, und dem zweiten Satz von § l6bis folgt 
daB 'iJ den Bedingungen der Definition von § 17 geniigt, mit f ersetzt 
durch D<P;P'iJ, woraus Theorem 20 hervorgeht. 
Definition des (DLiS)*-Integrals in bezug auf If> (If> mit 
der Ru-Eigenschaft in i 0 ). Der Wortlaut ist wie fiir das DLiS-Integral 
unter Hinzufiigung der Bedingung: die extremen Derivierten des Integrals 
i.b.a. If> sind endlich in allen Punkten von i 0 • 
Es ist deutlich daB dieses Integral das DLiB-Integral in der in Theo-
rem 20 gegebenen Losung des Problems der primitiven Funktionen er-
setzen kann [Theorem 20bis]. 
45) Siehe etwa R. VAIDYANATHASWAMY, Treatise on set topology I, 1947, S. 104, 
105. 
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§ I7ter. Definition. Eine in i0 definierte Intervallfunktion 0: ist 
dort von innen her randstetig, falls es zu jedem i C i0 und jedem e > 0 
eine Riemann-Klasse m:[r] von r = i-i gibt so daB fur jede m:[r]-Uber-
deckung von r (im Sinne von A, § 2, Def. ~), {u(P1)} (j = 1, ... , t), mit 
PJEU(PJ)·r, u(PJ)Ci(PJ)Em:[r], gilt: 
' I ~O:[uriJI<e. 
i~l 
Satz. Hat eine (im Sinne von § 15, Def.) in i 0 stetige, beschrankt 
additive Intervall- und Segmentfunktion 0: endliche obere und untere 
Derivierten, 15<P;P0: bzw. P<P;PO:, in jedem Punkte P E io, so ist 0: in io 
von innen her randstetig. 
Be wei s. N ach A, § 3, Th. 1 existiert fur jedes i C io mit Rand r das 
allgemeine R-Integral Jr (allg. R) l}<P;PO: dcJJ und hat den Wert Null. Zu 
r; > 0 gibt es dadurch eine Riemann -Klasse m [r] so daB fiir zugehOrige 
m: [r]-Uberdeckungen die zugehorigen Summen ~ !) <P; PO:· cJJ [ u(P1)] zwischen 
- r; und + r; liegen. (il 
Die den Punkten (P) von r durch m[r] zugewiesenen Umgebungen i(P) 
lassen sich derartig einschranken daB eine Riemann-Klasse m'[r] entsteht, 
wobei fur P E r·u'(P), u'(P) C i'(P)·io, i'(P) E m:'[r] immer: 
6[u'(P)] -
P<t>;P6-r;< cJJ[u'(P)] < D<P;P6+r;. 
Fur jede m:'[r]-Uberdeckung, welche nun auch m:[r]-Uberdeckung sein 
wird, ist 
wodurch auch 
-r;·[1+cJJ(io)]< ~cJJ[u'(P;)]·{P<P;P'6-r;}< ~O:[u'(P;)]< ~$[u'(Pi)]· 
(j) j (j) (i) 
· {D<P;Pl6 +r;} <r; · [1 + (l)(io)]. 
Da 6 stetig ist, folgt weiter fiir jedes positive e, mit e > r; · [ 1+ (1)( i0) ], 
die Relation 
-e< -r; · [1 + (l)(io)] ~ ~ 6[u'(Pj) · i] ~r; ·[I+ (l)(io)] < + e; 
(j) 
0: ist in io von innen her randstetig. 
Dieser Satz und Theorem 20bis (§ 17bis) liefern unmittelbar: 
Theorem 20ter. Das Problem der primitiven Funktionen, welches 
in den Theoremen 20 und 20bis gelOst wurde, HiBt schon eine Losung 
mittels eines in i0 von innen her randstetigen (DLiS)*-Integrals in bezug 
auf l]) zu. 
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§ 18. Es ist das Ziel der nachfolgenden Seiten zu zeigen daB, unter 
Hinzufiigung eines letzten Axioms (Axiom l4c), die von innen her rand-
stetigen (DLiS)*-Integrale i.b.a. </J SpeziaWi.lle der allgemeinen Riemann-
Integrale i.b.a. </J sind. Dabei finden zwei Hilfsintegrationen im Perron-
schen Sinne Anwendung, welche wir in diesem Par. einfiihren und ver-
gleichen werden. 
Axiom 14° (dritte Uniformitiitseigenschaft der Umgebungsbasen).46) 
Die durch die Axiome 12a, l2b fiir die Punkte P EX eingefiihrten Um-
gebungsbasen {ik(P)} (k = l, 2, ... ), naher charakterisiert in jedem Intervall 
i 0 durch die Axiome 14a, l4b, sollen in jedem io auBerdem folgende Be-
dingung erfiillen: Sind den Punkten Pk E io (k= l, 2, ... ) einer Folge Um-
'k 
gebungen uk(Pk) zugewiesen mit Uk(Pk) C io · IT ii(Pk) und u1(P1) :) 
i~l 
:) ~(P2):) ... :) uk(Pk):) ... , so konvergiert die Folge {Pk} gegen einen 
Limespunkt P ( E i0 ), wobei sogar zu jeder natiirlichen Zahl n eine weitere 
natiirliche Zahl Xn existiert mit: 
n 
uk(Pk) C IT ii(P) fiir jedes k~xn[{ii(P)} Umgebungsbasis von P]. 
i~l 
Lemma. Hat eine in i 0 additive und stetige Intervall- und Segment-
funktion P [mit P(i) = P(i) bci i ~ i 0] die Eigenschaft: P<P;P P~ 0 in 
jedem Punkt P E i0 , so ist P( i) ~ 0 ftir jedes i ~ io. 
Beweis. Sonst existiert47) ein Segment ihCi0 mit P(v1)<0. Bei 
P, _ P + c · </J ist dann fiir einen geniigend kleinen positiven Wert s auch 
P.(vi)<O; daneben ist in jedem Punkte P Eio fiir dieses sP<P;PP,>O. 
Wir betrachten Riemann-Klassen ~h[v1] (k= l, 2, ... ) von v1, mit den 
k k 
Umgebungen io· IT ii(P) von P E ih aus der Umgebungsbasis {io· IT ij(P)} 
i~l i~l 
von P [wobei {ik(P)} die Basis gemiiB Ax. 12a fiir den Punkt P]. Zu 
~h[v1 ] gibt es, nach Axiom 7° (A, § 2), eine ilh[v1]-Zerlegung von v1. Aus 
der Additivitat von P. und P,(v1) < 0 folgt die Existenz eines Zerlegungs-
intervalls mit P. < 0; es gibt dabei zwei Moglichkeiten: l o das Intervall, 
u1 genannt, korrespondiert mit einem Punkt P1 E v~, wobei 
2° das Intervall, u1 genannt, korrespondiert mit einem Punkt P1 E ih- v1, 
wobei 
mit Axiom 10° und der Stetigkeit von P. in io folgt die Existenz eines 
46) Axiom 14c hat wieder in R2 ein beweisbaros Analogon. 
47) Dies folgt ev. aus P(io)<O in indirekter ·woise unter Anwondung von Axiom 
10° (B, § 5) und der Stetigkeit von P in io. 
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Intervalles, welches in diesem Fall u1 genannt wird, und folgende Eigen-
schaften hat: 
U1 C u1, P1 E U1, ih C io · i1(P1), P.( u1) < 0. 
In heiden Fallen haben P1 und u1 die Eigenschaften: 
P1 E u1, ih C io · i1(P1), P.( u1) < 0. 
A us P.( u1) < 0 folgt wieder die Existenz eines Segmentes V2 C u1 mit 
P.(v2)<0. Aus den Riemann-Klassen ~k[v2] (k=l, 2, ... )von v2, mit den 
k k 
Umgebungen io· I1 i1(P) von P E v2 aus der Basis {io· I1 iJ(P)} von P, 
i~l i~l 
wird nun die Klasse ~2[v2] gewahlt. Betrachtungen wie im vorigen Absatz 
fiihren dann zu einem Punkte P2 und einem lntervall u2 mit den Eigen-
schaften: 
P2 E u2, u2 C U1, u2 C io · i1(P2) · i2(P2), P.( u2) < 0. 
So fortfahrend entsteht eine Punktfolge {Pk} mit Umgebungen Uk(Pk), 
P.(uk)<O, und 
k 
u1 C io · i1(P1), ~ C U1 · io · i1(P2) · i2(P2), ... , uk C Uk-1 · io · I1 iJ(Pk), ... 
i~l 
Mit Axiom 14c folgt die Konvergenz von {Pk} gegen einen Limespunkt 
P (E io), wobei zu jeder natiirlichen Zahl n eine weitere natiirliche Zahl 
Xn existiert mit 
" 
uk(Pk) C io · I1 i1(P) fiir jedes k ~""; 
i~l 
dadurch ist auch ;~ uk(Pk) =P und P E jedes uk(Pk). Mit ~(~:/ < 0 
und Ax. 10° folgt 
p<D;P P.~o. 
Wir erhalten einen Widerspruch. 
Definition A<1>. Eine in io additive, stetige lntervall- und Segment-
funktion P~1 >, mit PJ1>(i) = P~1>(i) fiir jedes Intervall i ~ i0 , ist eine (4>)C1)_ 
Majorante einer in io definierten endlichwertigen Punktlunktion I (4> mit 
der Ru-Eigenschalt), falls in jedem Punkt P E io: [)<D;P P~1> ( > - oo und) ~ 
~I(P) ist. 
Definition B (1). Eine (4>)<1>-Minorante P~1 > ist additiv und stetig 
in io mit D<D;PP~1 > ( < +oo und)~I(P) in jedem Punkt P E i0• 
Mit dem Lemma folgt fiir zwei Funktionen PJ1>, P~1> daB ihre Differenz 
P~1>- P~ll eine nicht-negative stetige Intervall- und Segmentfunktion ist. 
Die Definition einer zugehOrigen (PS)<l)-Jntegration der in i0 endlichwertigen 
Funktion I i.b.a. 4> iiber die Teilintervalle und -segmente von io, 
fi(i)(PS)C1) I d4>, 
wird klar sein; das Integral ist ebenlalls additiv und stetig. 
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Die zweite (PS)-Integration wird nun eingeftihrt. 
Definition A<2>. Eine in i0 additive, stetige Intervall- und Segment-
funktion PJ2>, mit PJ2>(i)= PJ2>(i) fiir jedes Intervall i ~ i0 , ist eine (IP)<2>-
Majorante einer in io definierten endlichwertigen Punktfunktion f (IP mit 
der Ru-Eigenschaft), wenn es eine mit PJ2> korrespondierende Riemann-
Klasse 5ll[i0] (siehe A, § 2, Def.) gibt, so daB bei P E io, P E u ~ i(P)·io, 
mit i(P) E 5ll[io], immer 
PJ2> [u] ~f(P) · IP[u] 
ist. 
Definition B (2) einer (IP)<2>-Minorante IJI~2> der in io definierten end-
lichwertigen Punktfunktion f liegt nun auf der Hand, ebenso wie die 
Definition des zugehorigen (PS)<2>-Integrals i.b.a. IP, ft(PS)<2> f diP, in i0• 
Das Integral ist wieder additiv und stetig. 
Satz. Bei in io endlichwertiger Funktion f fiihren die Definitionen der 
Integrale fi(PS)<1> f diP und ft(PS)<2> f diP genau ebenso weit. 
Beweis. Der Satz folgt einerseits daraus daB jede Majorante gemii.B 
Def. A<2> auch Majorante gemii.B Def. A<l>, jede Minorante gemii.B Def. B<2> 
auch Minorante gemii.B Def. B<1> ist, und andererseits, bei e > 0, a us IJI~1 > 
Majorante gemii.B Def. A<l> und IJI~1 > Minorante gemii.B Def. B<l> folgt 
PJ1>+e·IP und IJI~1>-e·IP bzw. Majorante gemii.B Def. A<2> und Minorante 
gemii.B Def. B<2>. 
§ l8bis. Satz. Hat eine in io ,endliche" Funktion f ein (DLiS)*-
Integral i.b.a. IP (IP mit der Ru-Eigenschaft) tiber i0, so ist sie auch (PS)<l)_ 
integrierbar i.b.a. IP tiber io, wobei ftir jedes Intervall i ~ io: 
ft(DLiS)* I diP= fi(PS)<1> I diP. 
Beweis. Aus den Definitionen der (DLiS)*- und (DLiS)-Integrale 
(§§ 17, l7bis) geht hervor daB in den Punkten von i0, eine Teilmenge E 
von m!1l-MaB Null ausgenommen, fi(DLiS)* f diP eine (starke) Ableitung 
gleich f hat, und daB die extremen Derivierten dieses Integrals in allen 
Punkten von io endlich sind. 
Zu e > 0, einer nattirlichen Zahl v und E gibt es eine offene Menge Q, 
mit io ::>D. ::> E, m,p(!J.) < • /2zv. Die Funktion f., gleich 2• in den Punkten 
von D., gleich Null in den Punkten von io-D. fiihrt zu der Intervall-
funktion F.(i) = ft(LS)f.dm,p, deren extreme Derivierten in allen Punkten 
00 
von io ~ 0, und in den Punkten von D. = 2" sind. Die Summe F( i) = ! F.( i) 
•-1 
ist eine in io nicht-negative additive, stetige Intervallfunktion, mit 
00 
F(io)~! F.(io)<e,lJ!Il;PF(i)~O fiir jeden Punkt PEio, 
•=1 
P<P:QF(i)= +oo fiir jeden Punkt Q EE. 
Also ist ft(DLiS)* fdiP+F(i) in io eine (IP)<1>-Majorante von f, welche urn 
weniger als e von ft(DLiS)* f diP abweicht. 
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Da analog Ji(DLiS)* I df/>- F(i) eine (f/>)<1>-Minorante von I ist mit einer 
Abweichung von Ji(DLiS)* I df/> ebenfalls kleiner als e, folgt die Behaup-
tung des Satzes. 
· § Ister. · Sa tz. Bei in i0 ,endlichwertiger" Funktion I folgt a us der 
Existenz eines von innen her randstetigen Integrals ty(i) = Ji(PS)<Z> I df/> 
(f/> mit der Ru-Eigenschaft) fur jedes i C io auch die des allgemeinen 
Riemann-Integrals von I i.b.a. f/> tiber i; ihre Werte sind dabei dieselben.48) 
Beweis. Aus der Definition von ty(i) = Ji(PS)<Z> ldri> folgt, bei e>O, 
die Existenz einer (f/>)<2>-Majorante lJf~2l (Def. A<2l) und einer (f/>)<2>-
Minorante lJf~2 l (Def. B<Z>) mit 
(65) ft(PS)<2l I df/> + e > lJf~2l[i];;:;; lJf~2 l [i] > ft(PS)<2l I df/>- e; 
die zu lJf~2 l und lJf~2 l gehorenden Riemann-Klassen konnen wir derartig 
einschranken daB eine gemeinsame Klasse ~{[i] entsteht. 
Aus der Randstetigkeit von Ji(PS)<2> I df/> in io folgt, bei dem gewahlten 
e, die Existenz einer Riemann-Klasse l}.{[r] (r=i-i), fiir die das Integral 
eine Ungleichheit wie in der Definition von § 17ter erfilllt. Durch ev. 
Einschrankung der durch l}.{[i] jedem Randpunkt P von i zugewiesenen 
Umgebung wird, erreicht daB die neue Umgebung i(P) der Bedingung 
i(P) C Umgebung von P gemaB § 17ter gentigt. Die so abgeanderte Rie-
mann-Klasse deuten wir wieder durch \}.{[i] an. 
Fur eine willktirliche l}.{[i]-Zerlegung von i (gemaB Ax. 7° in A, § 2) 
laBt sich die Su:mme 
2' I(PJ)·W[u(PJ)], mit u(PJ) C i(PJ) E \}.{[i], 
(i) 
bilden, wobei nur tiber solche j summiert wird, fur die P1 E i. Dann ist 
(66) 2' P~2l[u(Pi)] 6 2' I(PJ)·W[u(PJ)];;:;; 2' P~2l[u(PJ)]. 
m m m 
Fur die am Rande grenzenden Zerlegungsintervalle vqn i: Wk = u(Pk) · i, 
mit Pk E r, ist wegen (65): 
2 Swk(PS)<2l ldri>+ 2' Ju(P.)(PS)<2l ldrfJ+e> 2 P~2l[wk] + 2'P~2l[u(P1 )];;:;; 
(k) (il j (k) (j) 
;;:;; 2 P~2l[wk] + 2'P~2l[u(PJ)] > 2 fwk(PS)< 2' ldf/> + 2' Ju(P.)(PS)<2l I df/> -e, 
(k) (j) (k) (j) j 
(67) ) 
2e> 2 fwk(PS)<2l ldri> +e > 2 P~2l[wk);;:;; 2 P:;l[wk] > 
~ w w 
> 2 fwk(PS)<2l ldri>-e> -2e. 
k 
-----
48) Korrektur. Die Bedingung "von innen her randstetig" soli auch loc. 
cit. 35), Teil VIII, § 58bis fiir das Ausgangsintegral der heiden letzten Satze des 
Pa.r. und des Theorems 67 vorausgesetzt werden; daneben andere man in Theorem 
und Beweis i ~ io in i C io. 
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Aus (65), (66) und (67) folgt fiir die ~[i]-Zerlegung 
also 
fi(PS)<2> ld<P+s> lf'~2>[i] ~ _L' I(Pt) ·<P[u(PJ)]- 2s, 
(i) 
ft(PS)<2>Id<P+3s> _L' I(Pj)·<P[u(Pt)l; 
(i) 
ebenfalls folgt 
ft(PS)<2> ld<P- 3s< _L' I(Pj) ·<P[u(Pj)]. 
(i) 
Somit existiert das allgemeine R-lntegral von I i.b.a. <P tiber i, mit 
ft (allg. R) I d<P= ft (PS)<2l I d<P. 
§ 19. Theorem 21. Hat in i 0 eine Punktfunktion I ein von innen 
her randstetiges (im allgemeinen nicht absolut-konvergentes) (DLiS)*-
Integral i.b.a. <P (<P mit der Ru-Eigenschaft), so hat sie in i 0 auch ein 
unbestimmtes allgemeines Riemann-Integral i.b.a. <P von gleichem Werte; 
mit i C i 0 folgt dann also: 
fi(DLiS)* I drf>= ft (allg. R) f d<P. 
Beweis. Aus den Definitionen der (DLiS)*- und (DLiS)-Integrale 
(§§ 17, 17bi8 ) geht hervor daB bei Existenz von ft0(DLiS)* f d<P die 
Funktion f hOchstens in einer Teilmenge E von i 0 mit mq,(E) = 0 unendlich 
sein kann, wahrend dann auch eine Funktion /0 , welche in den Punkten 
von io-E mit f zusammenfallt, und willktirliche endliche Wertein den 
Punkten von E hat, (DLiS)*-integrierbar i.b.a. <P tiber i 0 ist, mit 
(68) ft(DLiS)* f drf>= ft(DLiS)* fo d<P (i C io). 
Mit den drei vorangehenden Satzen folgt weiter 
(69) 
~ ft(DLiS)* fo d<P=(§ l8bis) ft(PS)<1l fo drf>= 
( . = (§ 18) ft(PS)<2l fo d<P= (§ 1Ster) ft (allg. R) lo d<P. 
Mit Def. ()(3) in B, § 6 folgt 
(70) fi (allg. R) fo drf>= ft (allg. R) f d<P. 
(68), (69) und (70) liefern das Theorem 21. 
Zusa.mmenfassung. Siehe die Einleitung. 
